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1. Введение

При инвестировании в акции или иные волатильные активы инвестор 
рассчитывает на получение максимальной прибыли и стремится миними-
зировать риск убытков. Хорошо известно, что эти две цели противоречат 
друг другу. Средством для достижения компромисса является диверсифи-
цированный портфель акций. Данный термин обозначает некоторое распре-
деление инвестиционного капитала между акциями различных эмитентов, 
так что на покупку акций каждого эмитента из представленных в «порт-
феле» расходуется определенная доля инвестируемых средств. Эти доли 
являются параметрами портфеля, которые следует оптимизировать. Точное 
определение такой оптимизации было дано в 1952 г., когда сотрудник Rand 
Corporation Г. Марковиц опубликовал статью [3]. В ней он определил риск 
инвестора как среднеквадратическое отклонение доходности и предложил 
считать оптимальным тот портфель, который при желаемой доходности 
имеет минимальный риск. Он также описал метод вычисления параметров 
портфеля, состоящего из акций трех эмитентов. Идеи Марковица получили 
дальнейшее развитие и нашли применение в практике фондовых инвести-
ций, за что автор был удостоен Нобелевской премии по экономике за 1990 г.

Теоретической основой и предметом настоящей статьи является так на-
зываемая стандартная модель Марковица [4], которая заключается в сле-
дующем. Для некоторого числа  k > 1 запишем X1, X2, …, Xk – случайные 
величины, принимающие значения доходностей вложения в акции эми-
тентов № 1, 2, …, k (доходности рассчитываются на единицу вложенных 
средств); p1, p2, …, pk – доли инвестируемой суммы, вкладываемые в акции 
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№ 1, 2, …, k соответственно. Тогда доходность портфеля выражается слу-
чайной величиной

	 1 1 2 2 ... .k kX p X p X p X= + + + 	 (1)

Математическое ожидание прибыли (т.е. ее среднее значение) дано вы-
ражением:

	 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ... ( ).k kE X p E X p E X p E X= + + +

Обозначим ( )i ix E X=  – математическое ожидание и 2 2 ( )i iXσ = σ  – дис- 
персия случайной величины Xi , где i = 1,  2,  …,  k. Тогда E(X ) = p1 x1 + 
+ p2 x2 +...+ pk xk и

	

2 2

1
( ) 2 ,

k k

i i ij i j i j
i i j

X p r p p
= <

σ = σ ⋅ + σ σ ⋅∑ ∑ 	 (2)

где rij – коэффициент корреляции между Xi и Xj . Предположим, что ожида-
емая доходность портфеля равна некоторому P, т.е.

	 1 1 2 2 ... 0.k kp x p x p x P+ + + − = 	 (3)

Также должно быть выполнено условие

	 1 2 ... 1.kp p p+ + + = 	 (4)

Таким образом, для того чтобы при заданной доходности портфеля P 
минимизировать риск σ(X), нужно решить задачу оптимизации

	

2 2

1
2 min

k k

i i ij i j i j
i i j

p r p p
= <
σ ⋅ + σ σ ⋅ →∑ ∑

при ограничениях (3) и (4) на переменные 0.ip ≥
В работе [4] была описана компактная область в ℝ2 с координатами 

σ,  P, которая отвечает всевозможным портфелям (p1,  p2,  …,  pk ) с доход-
ностью P и риском σ. Значение σ определяется из (2), при этом все pi ≥ 0 
и выполнены условия (3), (4). Соответствующее множество точек (σ,  P) 
в ℝ2 называется областью достижимости или областью осуществимости 
(портфеля). Марковиц описал границу этой области, которая в координа-
тах σ, P состоит из дуг парабол и, возможно, горизонтальных или верти-
кальных отрезков, примыкающих друг к другу непрерывно, но не всегда 
гладко [4]. Некоторые из этих дуг и/или отрезков состоят из точек (σ, P), 
отвечающих эффективным портфелям. Эти точки характеризуются тем, 
что нельзя ни уменьшить риск σ при неизменной доходности P, ни увели-
чить доходность при неизменном риске, так чтобы полученная в результате 
точка не вышла за пределы области достижимости. Портфелям, которые 
отвечают решениям (p1, p2, …, pk ) поставленной выше задачи оптимизации, 
отвечают точки (σ,  P) в ℝ2, лежащие на так называемой кривой Марко-
вица. Последняя представляет собой гиперболу. Сегмент этой гиперболы, 
попадающий в область достижимости, отвечает оптимальным портфелям. 
Назовем его эффективной кривой Марковица. Настоящая статья посвяще-



110	 VESTNIK NSUEM. 2024. No. 3

на явному и точному вычислению этой кривой для портфеля из любого 
числа акций. По-видимому, такого рода формулы прежде никем не выво-
дились. Например, К.В. Криничанский и А.В. Безруков пишут: «Авторам 
неизвестны случаи изложения в литературе подходов к построению в яв-
ном виде функциональной зависимости СКО портфеля от его доходности» 
[2, с. 115]. Эта функциональная зависимость σ = σ (P) построена в настоя-
щей статье. К.В. Криничанский и А.В. Безруков также подвергли сомнению 
тот факт, что эффективная кривая Марковица является частью гиперболы. 
Однако из результатов настоящей статьи видно, что все-таки она – сегмент 
гиперболы. В статье также представлен эмпирический расчет кривой Мар-
ковица, который позволил проверить корректность полученных в ней точ-
ных формул.

2. Явные формулы для стандартной модели Марковица

В соответствии с методом Лагранжа введем функцию

	 1 2( , , ..., , , )kp p pΦ λ µ =

	

2 2
1 1 1

1
2 ( ... ) ( ... 1),

k k

i i ij i j i j k k k
i i j

p r p p p x p x P p p
= <

= σ ⋅ + σ σ ⋅ −λ + + − −µ + + −∑ ∑

где λ и μ – неопределенные множители Лагранжа. Приравниваем нулю 
производные функции Ф(p1, p2, …, pk , λ, μ) по переменным pl :

	

22 2 0.
k

l l il i l i l
l i l

p r p x
p ≠

∂Φ
= σ + σ σ −λ −µ =

∂ ∑

Поскольку rll =1, из последнего уравнения следует

	
1

1
.

2

k

il i i
li

xr p
=

λ +µ
σ =

σ∑ 	 (5)

Введем числа αi, βi, являющиеся решениями систем уравнений (6) и (7), 
где i = 1, 2, …, k:

	

1
1 12 2 13 3 1, 1 1 1

1

2
21 1 2 23 3 2, 1 1 2

2

3
31 1 32 2 3 3, 1 1 3

3

1 1 2 2 3 3

... ,

... ,

... ,

............................................................

k k k k

k k k k

k k k k

k k k

xr r r r

xr r r r

xr r r r

r r r

− −

− −

− −

α + α + α + + α + α =
σ

α +α + α + + α + α =
σ

α + α +α + + α + α =
σ

α + α + α , 1 1... ;k
k k k k

k

xr − −












 + + α +α =

σ

	 (6)
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1 12 2 13 3 1, 1 1 1
1

21 1 2 23 3 2, 1 1 2
2

31 1 32 2 3 3, 1 1 3
3

1 1 2 2 3 3

1... ,

1... ,

1... ,

............................................................

..

k k k k

k k k k

k k k k

k k k

r r r r

r r r r

r r r r

r r r

− −

− −

− −

β + β + β + + β + β =
σ

β +β + β + + β + β =
σ

β + β +β + + β + β =
σ

β + β + β + , 1 1
1. .k k k k
k

r − −












 + β +β =

σ

	 (7)

Ясно, что rij = rji. Предполагается, что

	

12 13 1, 1 1

21 23 2, 1 2

31 32 3, 1 3

1 2 3 , 1

1 ...
1 ...

0,1 ...
.....................................

... 1

k k

k k

k k

k k k k k

r r r r
r r r r
r r r r

r r r r

−

−

−

−

≠

поэтому наборы чисел αi , βi существуют и единственны. Из систем уравне-
ний (5), (6) и (7)

	
.

2 2
i i

i
i i

p α β
= λ + µ

σ σ
	 (8)

Из уравнений (3) и (8) получаем:

	

1

1

2
,

k j
jj

j

k j
jj

j

P x

x

=

=

α
− λ

σ
µ =

β

σ

∑

∑

	

1

1 1

.
2 2

k j
jj

ji i i
i

k kj ji i
j i jj j

j j

x
p P

x x

=

= =

α 
 σα β β = − ⋅ λ + β βσ σ

σ ⋅  σ σ 

∑

∑ ∑
	 (9)

Тогда из уравнений (4) и (9):

	

1 1

1 1
1 1

1,
2 2

k kj j
jj jk k

j j j j

k kj jj jj j
j jj j

j j

x
P

x x

= =

= =
= =

α β 
 α β σ σ − ⋅ λ + = β βσ σ
  σ σ 

∑ ∑
∑ ∑

∑ ∑
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1

1 1 1 1

( )
2 .

k j
jj

j

k k k kj j j j
j jj j j j

j j j j

x P

x x

=

= = = =

β
−

σ
λ =

α β β α
⋅ − ⋅

σ σ σ σ

∑

∑ ∑ ∑ ∑
	

(10)

Из уравнений (9) и (10) следует, что

	

( )1 1

1 1 1 1 1

1

.

k kj j
j jj j

j ji i
i

k k k k kj j j j ji i
j j jj j j j j

j j j j j

i

k j
i jj

j

x x P
p

x x x

P
x

= =

= = = = =

=

α β 
− σ σα β = − ⋅ ⋅ + β α β β ασ σ

⋅ − ⋅  σ σ σ σ σ 
β

+
β

σ ⋅
σ

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑
Отсюда вытекает следующее выражение для искомых параметров:

	 .i i ip A P B= + 	 (11)

	

1 1

1 1 1 1

,

k kj ji i
j j

i j i j
i

k k k kj j j j
j jj j j j

j j j j

A
x x

= =

= = = =

α ββ α
⋅ − ⋅

σ σ σ σ
=

α β β α
⋅ − ⋅

σ σ σ σ

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

	

1 1

1 1 1 1

.

k kj ji i
j jj j

i j i j
i

k k k kj j j j
j jj j j j

j j j j

x x
B

x x

= =

= = = =

β αα β
⋅ − ⋅

σ σ σ σ
=

α β β α
⋅ − ⋅

σ σ σ σ

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

Легко проверить, что из (3), (4) и (11) вытекают равенства:

	 1 1 1,k k
i i ii iA x B

= =
= =∑ ∑   1 1 0.k k

i i ii iA B x
= =

= =∑ ∑ 	 (12)

Теперь вычислим риск портфеля в силу уравнения (2):

	

2 2 2

1
( ) 2 ( )( )

k k

i i i ij i j i i j j
i i j

A P B r A P B A P B
= <

σ = σ ⋅ + + σ σ ⋅ + + =∑ ∑

	

2 2 2

1
2

k k

i i ij i j i j
i i j

A r A A P
= <

 
= σ + σ σ +  
 
∑ ∑

	

2

1
2 ( )

k k

i i i ij i j i j j i
i i j

A B r A B A B P
= <

 
+ σ + σ σ + +  

 
∑ ∑

	

2 2

1
2 .

k k

i i ij i j i j
i i j

B r B B
= <

 
+ σ + σ σ  
 
∑ ∑
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Запишем это уравнение в сокращенном виде σ2 = AP 2 + 2BP + C, где

	

2 2

1
2 ,

k k

i i ij i j i j
i i j

A A r A A
= <

= σ + σ σ∑ ∑  2 2

1
2 ,

k k

i i ij i j i j
i i j

C B r B B
= <

= σ + σ σ∑ ∑

	

2

1
( ).

k k

i i i ij i j i j j i
i i j

B A B r A B A B
= <

= σ + σ σ +∑ ∑
Окончательно получаем формулу

	
2 2 .AP BP Cσ = + + 	 (13)

Уравнение (13) выражает зависимость риска σ от ожидаемой доходно-
сти P. Ясно, что кривая (13) является гиперболой. Так получается кривая 
Марковица, из которой нужно выделить эффективную кривую. Последняя 
в дополнение к (13) определяется системой неравенств:

	 / , 0, 0, 1, 2, ..., .i iP B A P A P B i k≥ − ≥ + ≥ = 	 (14)

Первое из неравенств (14) выделяет часть гиперболы, расположенную 
выше ее оси симметрии (в плоскости ℝ2 с координатами σ, P). Из (12) вид-
но, что среди чисел Ai найдется отрицательное. Поэтому множество чисел 
P, являющихся решениями системы (14), представляет отрезок числовой 
оси, который обозначим [P– ; P+], где P– ≥ 0. Эффективная кривая Марко-
вица является сегментом гиперболы (13), который определяется условием 
P– ≤ P ≤ P+ .

Если для какого-то набора акций оказалось, что система (14) не имеет 
решения относительно P, то на кривой Марковица нет эффективных порт-
фелей из этих акций. В таком случае эффективные портфели следует ис-
кать на других сегментах границы области достижимости в ℝ2(σ, P) [4].

3. Явные формулы для модели Марковица – Тобина

Предположим, что в состав портфеля также входят активы с фиксиро-
ванной, средневзвешенной доходностью p0 (например, гос. облигации или 
банковские депозиты).

Соответствующую задачу первым исследовал Дж. Тобин [5]. Тогда до-
ходность портфеля

	 0 0 1 1 2 2 ... .k kX p X p X p X p X= + + + + 	 (15)

При этом, как и прежде, должны быть выполнены следующие условия:

	 0 1 2 ... 1,kp p p p+ + + + = 	 (16)

	 0 0 1 1 2 2 ... 0,k kp x p x p x p x P+ + + + − = 	 (17)

где x0 = E(X0) = X0 = const – фиксированная доходность безрисковых ак-
тивов.

Поскольку слагаемое p0  X0 является константой, а не случайной величи-
ной, среднеквадратическое отклонение доходности X по-прежнему выра-

СТАТИСТИКА И ЭКОНОМИЧЕСКОЕ ИЗМЕРЕНИЕ
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жается формулой (2). Для того чтобы при желаемой доходности портфеля 
P минимизировать риск σ(X), нужно решить задачу оптимизации

	

2 2

1
2 min

k k

i i ij i j i j
i i j

p r p p
= <

σ ⋅ + σ σ ⋅ →∑ ∑

при ограничении (17) на переменные pi  ≥  0. Переменные данной зада-
чи  – параметры p1,  p2,  ...,  pk, а параметр p0 выражается из (16), так что 
p0 = 1 – p1 –…– pk. Функция Лагранжа теперь выглядит так:

	

1 2

2 2
1 1 0 0

1

( , , ..., , )

2 ( ... ( )),

k
k k

i i ij i j i j k k
i i j

p p p

p r p p p x p x p x P
= <

Φ λ =

= σ ⋅ + σ σ ⋅ −λ + + + −∑ ∑

	

2
02 2 ( ) 0.

k

l l il i l i l
i ll

p r p x x
p ≠

∂Φ
= σ + σ σ −λ − =

∂ ∑

Учитывая, что 2 ,ii ir = σ  получаем систему линейных уравнений относи-
тельно pi:

	
0

1

( )
, 1, 2, ..., .

2

k
j

ij i j i
i

x x
r p j k

=

λ −
σ σ ⋅ = =∑ 	 (18)

Сравнивая системы уравнений (18) и (5), легко видеть, что решение си-
стемы (18) выводится из формулы (8) заменой μ = –λx0. В результате

	
0( ).

2i i i
i

p xλ
= α −β

σ
	 (19)

Теперь выразим риск, используя (18) и (19):

	 0 0
, 1 , 1

( )( ).
2

k k

ij i j i j ij i i j j
i j i j

r p p r x x
= =

λ
σ = σ σ = α −β α −β∑ ∑ 	 (20)

Из (16), (17) и (18) получаем:

	

0
0

, 1 1 1 1

( )
2 2 2

k k k k
j

ij i j i j j j j j
i j j j j

x x
r p p p x p x p

= = = =

λ − λ λ
σ = σ σ ⋅ = ⋅ = ⋅ − ⋅ ⋅ =∑ ∑ ∑ ∑

	
0 0 0 0 0( ) (1 ) ( ),

2 2 2
P p x x p P xλ λ λ

= − − − = −

	
2

0( ).
2

P xλ
σ = − 	 (21)

Разделив уравнение (21) на уравнение (20), выразим минимальный риск 
через доходность

	

0

0 0, 1

.
( )( )k

ij i i j ji j

P x

r x x
=

−
σ =

α −β α −β∑
	 (22)
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Уравнение (22) описывает прямую в плоскости ℝ2  (σ, P). Видно, что 
P ≥ x0. Из (21) и (22) вычисляется значение множителя Лагранжа

	

2
0

0 0 0, 1

2( )2 .
( )( )k

ij i i j ji j

P x
P x r x x

=

−σ
λ = =

− α −β α −β∑
	 (23)

Отсюда и из (19) параметры эффективного портфеля выражаются фор-
мулой

	

0 0

0 0, 1

( )( )
( )( )

i i
i k

i ij i i j ji j

P x xp
r x x

=

− α −β
=
σ ⋅ α −β α −β∑

	 (24)

при условии, что правые части уравнений (23) неотрицательны при всех 
i = 1, 2, …, k. Очевидно, что портфель с безрисковым активом имеет смысл 
конструировать только при P ≥ x0. В этом случае из (21) вытекает, что λ ≥ 0 
и вследствие (23) и (24) должно быть выполнено

	 0 , 1, 2, ..., .i ix i kβ ≤ α = 	 (25)

Условие p0 ≥ 0 равносильно 
1

1.k
ii

p
=

≤∑  Отсюда и из (24) при условии 
(25) получаем диапазон (26) значений ожидаемой доходности, выделяю-
щий на прямой (22) отрезок, который отвечает эффективным портфелям по 
Марковицу – Тобину:

	

0 0, 1
0 0

0
1

( )( )
.

k
ij i i j ji j

k i i
i

i

r x x
x P x x

=

=

α −β α −β
≤ ≤ +

α −β
σ

∑
∑

	 (26)

4. Эмпирическая проверка

Стандартная модель Марковица непосредственно применима лишь в 
том случае, когда доходности акций являются случайными величинами с 
законом распределения, который можно считать не зависящим от времени. 
Другими словами, случайные процессы Xi = Xi  (t), выражающие доходно-
сти акций в моменты времени t, должны быть стационарными. На практи-
ке трудно проверяемое условие стационарности заменяют несколько более 
слабым, которое состоит в том, что математическое ожидание mi = E(Xi (t)) 
не зависит от t, а корреляционная функция KXi 

(t1, t2) зависит только от t2 – t1, 
т.е. KXi 

(t1, t2) = ki (t2 – t1) для некоторой функции ki (τ) [1]. С экономической 
точки зрения это означает, что фондовый рынок должен быть достаточно 
стабильным хотя бы в отношении акций искомого, эффективного портфеля 
на протяжении всего периода времени, к которому относится статистика и 
прогноз.

Однако условия стационарности процессов Xi  (t) недостаточно для 
того, чтобы использовать в модели Марковица статистику доходностей ак-
ций, полученную из временных рядов. Легко понять, что для корректно-
го извлечения из такой статистики средних доходностей коэффициентов 
rij (корреляция между Xi и Xj ), стационарные процессы Xi (t) должны быть 
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эргодическими [1]. Необходимым условием эргодичности стационарного 
процесса Xi (t) является стремление к нулю корреляционной функции ki (τ) 
при τ → +∞. Последнее означает, что доходности Xi (t1) и Xi (t2) почти не кор-
релируют между собой, если моменты времени t1 и t2 далеки друг от друга. 
Это условие выглядит естественно при рассмотрении длительнго периода 
времени. Например, ежемесячные доходности акций наблюдаются на про-
тяжении десяти лет. Но получить длительную, почти стационарную стати-
стику доходностей нужных акций далеко не всегда возможно.

Некритическое использование статистики временных рядов для полу-
чения статистических оценок коэффициентов корреляции rij может приве-
сти к ложному выводу о наличии корреляции в той ситуации, когда ее на 
самом деле нет. Предположим, что доходности Xi и Xj акций № i и j имеют 
приблизительно линейную зависимость от времени t, так что Xi (t) ≈ ai + bi t 
и Xj  (t)  ≈  aj  +  bj t. Измеряя доходности в дискретные моменты времени 
t1, t2, …, tn , получим временные ряды xi 1, xi 2, …, xi n и xj 1, xj 2, …, xj n. Так как 
tk ≈ (xik – ai)/bi , то для каждого k = 1, 2, …, n:

	
( ) / .j j i

jk j ik i i j ik j
i i

b b a
x b x a b a x a

b b
 

≈ − + = ⋅ + − 
 

Таким образом, между временными рядами имеет место приблизитель-
но линейная зависимость, которая отражается в близком к ± 1 значении 
коэффициента rij . Между тем случайные компоненты этих временных ря-
дов могут оказаться независимыми между собой, так что коэффициент их 
корреляции будет близким к нулю. Поэтому вывод о коррелированности 
случайных процессов Xi (t) и Xj (t) не имел бы под собой реальных основа-
ний. Таким образом, в рамках теории случайных процессов коэффициент 
корреляции временных рядов не имеет содержательного смысла за исклю-
чением той ситуации, когда оба временных ряда являются реализациями 
стационарных, эргодических процессов.

Исходя из вышесказанного можно заключить, что для выявления корре-
лированности случайных процессов по соответствующим, временным ря-
дам следует выделить из них случайные компоненты. Если есть основания 
считать эти компоненты стационарными случайными процессами (напри-
мер, если математические ожидания и среднеквадратические отклонения 
почти не меняются во времени), то коэффициент их корреляции имеет со-
держательный смысл.

C учетом сделанных выше замечаний была выполнена эмпирическая 
проверка точных формул, полученных в п. 2. Для этого были отобраны ак-
ции четырех российских компаний, торгуемых на Московской фондовой 
бирже: ПАО «Газпром», ПАО «Московская Биржа», ПАО «Сбербанк Рос-
сии» и торговая сеть «Светофор». Данные о котировках акций получены 
с официального сайта инвестиционного холдинга «Финам» [6]. Соответ-
ствующий временной период представлен девятью месяцами с января по 
сентябрь 2023 г., всего 188 дней. Исходные статистические данные состоят 
из дневных котировок акций вышеуказанных компаний на момент закры-
тия торгов за этот период времени (рис. 1).
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Пронумеруем акции компаний ПАО «Газпром», ПАО «Московская Бир-
жа», ПАО «Сбербанк России», торговая сеть «Светофор» цифрами 1, 2, 3, 4 
соответственно. Для каждой акции номер i = 1, 2, 3, 4 за каждый день номер 
t = –93,5; –92,5; … 93,5 (из данного временного периода длиной 188 дней) 
была рассчитана дневная доходность xit , как темп прироста цены акции. 
Для выделения случайных компонент доходностей вычислены их линей-
ные тренды:

	

1

2

3

4

( ) 0,000197 0,00000714 ,
( ) 0,003485 0,00002210 ,
( ) 0,003377 0,00004091 ,
( ) 0,004682 0,00004801 .

x t t
x t t
x t t
x t t

= − ⋅
 = + ⋅
 = − ⋅
 = − ⋅

Значения zit случайных компонент временных рядов доходностей были 
найдены как разности zit  =  xit  –  ki  ∙  t, где ki   – угловой коэффициент ли-
нейного тренда доходности акции номер i. Например, k3  =  –0,00004091. 
Полученные в результате значения zit используются в вычислениях вме-
сто исходных доходностей xit . Из них были получены средние днев-

ные доходности 93,5
93,5 /188i ittx z

=−
=∑  и коэффициенты волатильности 

93,5 2
93,5 ( ) /187i it it z x

=−
σ = −∑  (среднеквадратические отклонения доходно-

стей) для акций каждого эмитента (таблица).

Средние доходности и волатильности акций инвестиционного портфеля
Average returns and volatilities of shares in the investment portfolio

Эмитент Доходность Волатильность

«Газпром» 0,000197 0,0129
«Московская Биржа» 0,003485 0,0168
«Сбербанк» 0,00338 0,0163
«Светофор» 0,00468 0,0394

Рис. 1. Котировки акций за январь – сентябрь 2023 г.
Stock prices for January – September 2023
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Коэффициенты rij в системах уравнений (6) и (7) – это коэффици-
енты корреляции между выборками (рядами данных) zit и zjt , где k = 4 и 
i, j = 1, 2, 3, 4. Решения систем (6) и (7):

	

1

2

3

4

0,1435,
0,1531,
0,2046,
0,0866,

α = −
 α =
 α =
 α =

     

1

2

3

4

55,46,
30,42,
23,72,
5,90.

β =
β =
β =
 β =

Из формул (11) были получены следующие значения коэффициентов 
Ai и Bi :

	

1

2

3

4

297,9,
100,0,
166,0,
31,9,

A
A
A
A

= −
 =
 =
 =

     

1

2

3

4

1,0507,
0,0691,
0,0863,
0,0334.

B
B

B
B

=
 =
 = −
 = −

Из формул выше (13) выведены значения коэффициентов:
	 A = 16,4,   B = –0,0271,   C = 0,000175

в уравнении (13), выражающем зависимость минимального риска порт-
феля σ от его ожидаемой доходности P. Параметры pi соответствующего 
портфеля акций определяются из формулы (11).

Для того чтобы задача поиска портфеля имела решение, значение P 
должно находиться в диапазоне от 0,0002 до 0,0047 (между минимальной 
и максимальной средними доходностями акций, из которых собирается 
портфель). Фрагмент кривой Марковица на рис. 2 соответствует диапазону 
средних доходностей от 0,0010 до 0,0035 (по вертикальной оси диаграм-
мы). Диаграмма построена по точкам (σ, P) с шагом ΔP = 0,0001 (светлая 
кривая на рис. 2). Аналогичная диаграмма выполнена по значениям σ, най-
денным в процессе численного решения задачи минимизации функции (2) 
при условиях (3) и (4) (темная кривая на рис. 2). Данная задача решалась с 

Рис. 2. Теоретическая и эмпирическая кривые Марковица
Theoretical and empirical Markowitz curves
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помощью надстройки «Поиск решения» пакета EXCEL для тех же значе-
ний P, при этом в роли переменных выступали параметры портфеля pi .

Как видно из рис. 2, вышеуказанные диаграммы почти неразличимы 
визуально. Относительная погрешность значений минимального риска σ, 
найденных двумя способами, не превышает 0,12 %. Таким образом, пред-
ставленные в этой статье явные формулы для вычисления параметров эф-
фективного портфеля акций по Марковицу хорошо согласуются с результа-
тами численных расчетов.

Эффективная кривая Марковица выделяется из кривой Марковица систе-
мой неравенств (14), которая в данном случае принимает следующий вид:

	

0,003526,
0,000691,

0,000520,
0,001049,
0,001658.

P
P
P
P
P

≤
 ≥ − ≥
 ≥

≥
Решение данной системы 0,001658 ≤ P ≤ 0,003526. Это неравенство 

определяет эффективную кривую Марковица, изображенную на рис. 3 тем-
ным цветом. Точки (σ, P), лежащие на этой кривой, отвечают эффективным 
портфелям акций.

5. Заключительные замечания

Данные о дневных доходностях акций четырех эмитентов были исполь-
зованы в настоящей статье исключительно для эмпирической проверки 
формул, определяющих эффективный портфель акций. При этом непосред-
ственное применение теории Марковица к анализу дневных доходностей 
акций требует весьма существенных ограничений на временные ряды ис-
ходных данных, а также некоторых преобразований этих данных. Простей-
шие из этих ограничений и преобразований были рассмотрены в настоя-
щей статье на эвристическом уровне. Однако практическому применению 
изложенных в п. 4 рекомендаций, безусловно, должны предшествовать бо-
лее глубокий теоретический анализ и тщательная статистическая проверка.

Рис. 3. Теоретическая кривая эффективных портфелей
Theoretical curve of efficient portfolios
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