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Аннотация. В настоящей статье предложен алгоритм расчета вектора стационар-
ного распределения вероятностей для цепи Маркова. Марковские цепи эффективны 
для моделирования сложных систем в динамике, в том числе социально-экономиче-
ских процессов, поскольку вместо детерминированных уравнений и зависимостей 
учитываются различные варианты развития событий. При этом с увеличением числа 
вариантов резко возрастает сложность решения задачи о нахождении стационарного 
распределения вероятностей. Идея алгоритма заключается в замене задачи решения 
характеристического уравнения n-й степени для матрицы вероятностных переходов 
задачей линейного программирования. Сформулирована математическая постановка 
задачи, включая определение независимых переменных, нахождение вида целевой 
функции, ограничений в виде равенств. Для проведения расчетов создана програм-
ма на алгоритмическом языке Python. В целях верификации и доказательства ее эф-
фективности проведены расчеты как для типовых задач общего характера, так и для 
конкретных социально-экономических кейсов. Полученные результаты полностью 
совпали с тестовыми и показали, что сложность алгоритма составляет O(n). Разрабо-
танная методика позволяет шире применять марковские цепи при изучении социаль-
но-экономических процессов и получать более достоверные результаты за счет увели-
чения числа вероятностных состояний системы.
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Abstract. This article proposes an algorithm for calculating the vector of the stationary 
probability distribution for the Markov chain. Markov chains are effective for modeling 
complex systems in dynamics, including socio-economic processes, since instead of 
deterministic equations and dependencies, various scenarios are taken into account. At the 
same time, with an increase in the number of options, the complexity of solving the problem 
of finding a stationary probability distribution increases sharply. The idea of the algorithm 
is to replace the problem of solving the characteristic equation of the n-th degree for the 
matrix of probability transitions with the problem of linear programming. The mathematical 
formulation of the problem is formulated, including the definition of independent variables, 
finding the type of objective function, restrictions in the form of equalities. To perform 
calculations, a program was created in the algorithmic language Python. In order to verify 
and prove its effectiveness, calculations were carried out both for typical tasks of a general 
nature and for specific socio-economic cases. The obtained results completely coincided 
with the test ones and showed that the complexity of the algorithm is O(n). The developed 
technique allows wider application of Markov in the study of socio-economic processes and 
obtain more reliable results due to an increase in the number of probabilistic states of the 
system.
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Введение

При рассмотрении социально-экономических процессов большинству 
исследователей становится очевидным тот факт, что субъекты, участники 
этих процессов, постоянно сталкиваются с множеством возможностей и 
вариантов, которые возникают перед ними и, тем самым, стоят перед выбо-
ром: какой вариант своих действий выбрать из нескольких, как минимум, 
двух (быть пассивным наблюдателем или активным участником) альтерна-
тив? Каждое решение и последующее действие (или бездействие) любо-
го субъекта имеет последствия, влияющие как непосредственно на самого 
субъекта, так и на окружающий мир, это – «эффект бабочки» [1]. Таким 
образом, субъект, не имея даже теоретической возможности контролиро-
вать все аспекты своей деятельности, все равно вынужден реагировать на 
изменение ситуации. Каким образом описать эти непрерывные взаимоза-
висящие взаимодействия огромного числа субъектов?
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Можно провести аналогию с броуновским движением молекул, когда 
каждая из миллиардов молекул в каждый момент времени движется по про-
извольной траектории с произвольной скоростью, испытывая при этом вли-
яние других молекул в результате случайных столкновений. Но тем не менее 
поведение систем молекул в целом вполне адекватно описывается в рам- 
ках теории вероятностей известными математическими уравнениями [2].

Аналогия с броуновским движением помогает понять, что хотя в соци-
ально-экономических процессах каждый участник принимает решение на 
основе своих индивидуальных факторов и случайных влияний, поведение 
системы в целом может быть изучено и достоверно описано с помощью 
соответствующих моделей и теорий.

Изученность проблемы

Для описания непрерывных связанных взаимодействий огромного чис-
ла субъектов возможно использование различных моделей и методов.

Один из наиболее применяемых подходов к описанию сложных взаи-
модействий – это системный подход [3, 4]. Он предполагает рассмотрение 
социально-экономических процессов как сложных систем, где каждый 
субъект является составной частью этой системы. В этом случае взаимо-
действия субъектов могут быть описаны через взаимодействия между раз-
личными элементами системы и их влияние друг на друга. При реализации 
потребуются громоздкие математические модели и колоссальные вычис-
лительные ресурсы.

Еще один подход, который можно использовать для анализа таких вза-
имодействий, – агентно-ориентированное моделирование [5, 6]. В этом 
случае, каждый субъект рассматривается как независимый агент, прини-
мающий решения на основе своих собственных знаний, целей и предпо-
чтений. Взаимодействия между агентами моделируются через различные 
правила и стратегии, которые определяют решения, принимаемые каждым 
агентом, возникающие на основе этих решений действия, и происходящие 
в итоге процессы. Применение данного подхода сталкивается с теми же 
проблемами, что и рассмотренный выше системный подход.

Точно так же многие социально-экономические процессы описываются 
при помощи марковского процесса (цепей Маркова) [7]. Например, мар-
ковские процессы широко применяются в теории массового обслуживания 
[8, 9], при прогнозировании деятельности отдельных предприятий и отрас-
лей [7, 10–12]. Специфика этой математической модели заключается в сле-
дующем. Развитие системы во времени представляется как стохастический 
процесс в виде последовательности событий, причем на вероятность пе-
рехода в следующее состояние влияет только текущее состояние системы, 
т.е. зависимость от предыстории отсутствует. При изучении социально- 
экономических явлений теория марковских цепей, которую называют «ди-
намикой вероятностей», позволяет анализировать и прогнозировать воз-
можность возникновения различных сценариев развития событий [10, 13].

Использование цепей Маркова способствует лучшему пониманию ди-
намики процессов, выявлению закономерностей и тенденций в поведении 
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системы, что обеспечивает принятие наиболее оптимальных и эффектив-
ных управленческих решений на основе вероятностных предсказаний [14]. 
Кроме того, математические уравнения, применяемые для описания цепей 
Маркова, выгодно отличаются от других математических моделей просто-
той и наглядностью при высокой достоверности и точности получаемых 
решений. Благодаря этим достоинствам теория марковских процессов и ее 
приложения широко применяются не только при моделировании социаль-
но-экономических процессов, но и в самых различных областях естествен-
ных наук, таких как физика (теория надежности), химия (теория диффузи-
онных процессов), биология, при решении инженерных задач.

Одним из наиболее ярких примеров применения цепей Маркова для 
анализа сложных процессов является алгоритм PageRank [15], представля-
ющий собой ядро широко известного поисковика Google.

Актуальность

Для нахождения стационарного распределения вероятностей марков-
ского процесса необходимо определять собственные числа матрицы веро-
ятностей Р, что подразумевает решение характеристического уравнения 
n-й степени. При этом для получения правильного решения задачи следует 
учитывать особенности конкретной цепи Маркова и ее матрицы переходов.

Получение всех решений такого нелинейного уравнения при больших 
значениях n представляет порой нетривиальную задачу. Теорема Абеля – 
Руффини утверждает, что общее алгебраическое уравнение степени n ≥ 5 
не может быть решено в радикалах, т.е. невозможно вывести явную фор-
мулу для всех возможных решений, включающую только арифметические 
операции и корни произвольной степени [16].

Разработаны различные численные методы для решения характеристи-
ческого уравнения и нахождения собственных значений матрицы.

Самым очевидным представляется алгоритм итерационного нахожде-
ния равновесного состояния, основанный на итерационном уточнении рас-
пределения вероятностей состояний вплоть до достижения стационарного 
состояния. Слабыми сторонами данного подходя являются медленная схо-
димость и большое число операций.

Один из наиболее распространенных методов – метод степенной ите-
рации [17]. Алгоритм так же известен, как итерация фон Мизеса. Он за-
ключается в нахождении наибольшего по модулю собственного значения 
и, соответственно, лишь единственного собственного вектора. Другой не-
достаток данного алгоритма – медленная сходимость.

Для улучшения эффективности применяются различные ускоряющие 
методы, такие как метод обратной итерации [18], метод Ланцоша или ме-
тод Арнольди [19]. Однако и эти улучшения работают за время, существен-
но превышающее O(n). Так, например, метод обратной итерации основан 
на итерировании обратной матрицы, вычисление которой требует O(n2) 
операций.

Кроме того, существуют также приближенные методы для вычисления 
собственных значений для разреженных матриц, в которых используются 
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объектные подматрицы или подсистемы, что позволяет упростить реше-
ние характеристического уравнения [20]. Но такие алгоритмы не являются 
массовыми (универсальными), поскольку в большинстве случаев матрица 
вероятностных переходов вовсе не разрежена.

Для решения характеристического уравнения и нахождения прибли-
женных значений собственных чисел с целью получения стационарного 
распределения можно использовать прочие известные численные методы 
и алгоритмы решения нелинейных уравнений [21, 22].

Тем не менее сложность всех упомянутых алгоритмов существенно 
выше, чем O(n). Их применение, соответственно, требует больших затрат 
вычислительных ресурсов и времени выполнения.

Разработка алгоритмов нахождения стационарного решения для мар-
ковского процесса сложностью O(n) позволит шире применять марковские 
цепи для более качественных оценок влияния на экономическое развитие 
и социальные процессы разнообразных факторов в интегральном виде для 
любых субъектов любого уровня. Это может иметь важное значение для 
исследований в области экономики и социологии.

Цель настоящей работы – создание метода нахождения стационарного 
распределения вероятностей марковского процесса сложностью, не превы-
шающей O(n).

Главная задача исследования – проведение расчетов верификации, до-
казательства работоспособности и определения характеристик созданного 
алгоритма.

Научная значимость заключается в том, что в настоящей работе впер-
вые предложена методика нахождения стационарного распределения мар-
ковских процессов, основанная на замене решения нелинейного уравнения 
n-й степени для характеристических значений матрицы переходов на зада-
чу линейного программирования. При этом сложность алгоритма умень-
шается до O(n).

Применение созданного алгоритма на практике увеличивает возможно-
сти применения цепей Маркова для анализа сложных социально-экономи-
ческих явлений и прочих систем, позволяет строить долговременные про-
гнозы в самых разных областях экономики и социологии.

Основная часть

Пусть задана матрица вероятностных переходов в цепи Маркова:

 P p i j nij= ={ }, , ... ,1  (1)

 
p i nijj

n
= =

=∑ 1 1
1

, ... ,  (2)

где n – число состояний системы, pij – вероятности перехода из i-го состо-
яния в j-е.

Также задано начальное состояние системы:

 Q q i ni
0 0 1= ={ }, ... ,  (3)

где qk
0 1=  для 1≤ ≤k n,  и qi

0 0=  для всех прочих i k≠ .
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Требуется найти стационарное распределение вероятностей для мар-
ковского процесса (1–3):

 Q q i ni= ={ }, ... ,1  (4)

 
qii

n
=

=∑ 1
1

.  (5)

Рассмотрим поставленную задачу как задачу линейного программиро-
вания [15–17] для переменных (4) с ограничениями:

 

q p q j n
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n
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− = =

=
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∑
∑

0 1

1

0
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1
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,

.

 (6)

При этом возникли затруднения при построении целевой функции. По-
сле рассмотрения нескольких вариантов целевая функция была выбрана 
следующим образом:

 ( )Φ = − →
== ∑∑ ( )q p qi ij ji

n

j

n

11
min,   i, j = 1 … n. (7)

Для решения задач (6), (7) был использован симплекс-метод [23–25]. 
Начальные значения переменных (3) задавались случайным образом рав-
ными одной из строк матрицы (1).

Результаты

Для проведения расчетов была составлена программа на языке Python. 
При выборе специализированной библиотеки (модуля) Python для решения 
задач линейного программирования использовались результаты работы 
[26]. В ней типовая задача линейного программирования решалась с при-
менением трех основных специализированных библиотек: pulp [27], cvxopt 
[28] и scipy.optimize [29]. Лучший результат (минимальное время работы) 
был получен с модулем scipy.optimize, поэтому в настоящей работе приме-
нялась указанная библиотека.

Для верификации и проверки работоспособности предложенной ме-
тодики были проведены тестовые расчеты как для классических учебных 
задач [13, 30], так и для предложенных в ряде работ примеров конкретных 
экономических кейсов [7, 10]. Результаты расчетов всюду верные.

Также были проведены серии расчетов для различных значений n. Зна-
чения pij (i, j = 1 … n) генерировались случайным образом. В табл. 1 пред-
ставлены полученные результаты.

Из представленных данных можно предположить, что сложность алго-
ритма составляет O(n), несмотря на отсутствие формального доказатель-
ства.

Заметим, что при создании многих алгоритмов авторы пренебрегают 
формальной стороной вопроса, предпочитая испытание алгоритма на тесто-
вых задачах и дальнейшее применение для решения конкретных проблем.
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Именно таким образом муравьиный алгоритм, предложенный М. До-
риго [31], был тестирован на задаче коммивояжера (нахождение мини-
мального Гамильтонова цикла), относящейся к классу NP-сложных задач. 
В настоящее время данный алгоритм успешно применяется в самых раз-
личных отраслях – от внутренней логистики компаний до расчета траекто-
рий спутников.

Также обстоит дело и с теоремой о «четырех красках». Доказательство 
основано на том, что после проведения множества расчетов с использо-
ванием специально разработанного программного обеспечения не удалось 
найти наименьшего контрпримера к теореме [32].

Для проверки эффективности и устойчивости была использована клас-
сическая задача о лягушке (она же – с блуждающим пьяницей) для различ-
ного числа состояний с поглощающим состоянием. Так, например, матрица 
переходов для этой задачи в случае 11 состояний перехода представлена 
в табл. 2. Поглощающее состояние – в первой строке.

Таблица 2
Матрица переходов с поглощающим состоянием

Transition matrix with absorbing state
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0,5 0 0,5 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0,5 0 0,5 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0,5 0 0,5 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0,5 0 0,5 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0,5 0 0,5 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0,5 0 0,5 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0,5 0 0,5 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0,5 0 0,5 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0,5 0 0,5
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,5 0,5
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Таблица 1
Число итераций для нахождения стационарного 

распределения
Number of iterations to find stationary distribution

Размер матрицы 
переходов

Число итераций 
(минимум – максимум)

3 3–5
4 4–7
5 5–8
6 6–10
7 7–11
8 8–12
9 9–12
10 10–13
12 12–15
20 20–25
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В табл. 3 представлены результаты расчетов для различных начальных 
состояний с применением созданной методики в сравнении с методом ите-
раций.

Приведенные результаты убедительно доказывают эффективность со-
зданной методики наряду с высокой устойчивостью.

Заключение

Предложен оригинальный алгоритм сложности O(n) нахождения ста-
ционарного распределения вероятностей в цепях Маркова, основанный на 
сведении задачи решения нелинейного уравнения n-й степени к задаче ли-
нейного программирования и решении последней симплекс-методом.

Разработанный алгоритм выгодно отличается простотой применения и, 
как показали проведенные расчеты на примерах решения тестовых задач, 
эффективностью в сравнении с уже существующими методами. Доказана 
устойчивость и робастность алгоритма.

Созданная методика позволяет эффективно анализировать динамику 
социально-экономических систем и процессов, выявлять закономерности 
и тенденции, что обеспечивает принятие наиболее оптимальных и эффек-
тивных управленческих решений.
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